極の近くに於けるCauchy-Hadamardの定理(Ⅱ) by 中嶋 眞澄 et al.
鹿児島経済論集第55巻第１－４合併号（2015年２月）
極の近くに於けるCauchy-Hadamardの定理(Ⅱ）
TheCauchy-HadamardTheoremnearSomePoles(Ⅱ）
中嶋填澄
MasumiNakajima
Departmentq/Eco71omjcs
伽ematjo兜ａ！〔ﾉｸ2伽ems"Ｑ/・Ka9osﾉjjmq
Ka9oshjma89I-0I”ＪＡＲＡﾉV
e-mail:nakajima◎eco,iukac.』Ｐ
１
概要
Abstract
WbgivehereasimplcproofofthethcoreminthepreviouspaperI21oftheauthor・
ＫｅｙｗＤｒｄｓ；(compIcx)functiontheory,powcrseries,thcCauchy-Ha(lamardtheoremor
fbrmUla,radiUsofconvergemce・
MathcmaticsSubjeCtClassi6cation2010；３０Ｂ１０．
ノ(z)を複素平面上の解析関数とし、孤立特異点(極、真性特異点)を持っても良いとする。す
ると収束半径radiusofconvergenceを与えるCauchy-Hadanlardの定理111は次のように簡単に
なる。
定理１解析関数/(z)のＭ位の極をα,Ｑに最も近いノ(重)の特異点をβとする。このとき．
0〈lz-α|〈;|α－β|をみたすｚについて．ＡＩ＝’の場合
’似p'i;i州':=肌'i;iﾉい(星)'器
が成り立つ。即ち．Cauchy-Hadamardの定理に出て来るlimsupをlimで樹き換えることが可能
である。
定理２解析関数ノ(z)のハノ位の極をＱ,｡に最も近い昨)の特異点をβとする。このとき．
o〈|ｚ－α|〈;|α－β|をみたすｚについて．一般の自然数ＡＩの場合にも
’慨p'i;i州'§=剛i;i'("'(重)'器
が成り立つ。即ち，Cauchy-Hadamardの定理に出て来るlimsupをlimで侭き換えることが可能
である。
定理１の証明先ず，Ｍ＝１のときを証明する。αでのLaurcnt展開を
ウＣ
ノ(患)＝A(喜一｡)-1＋Ｅｕ"(室一α)'､.O〈|息一Q|〈|α－β｜
アE＝０
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とすると，仮定により
，imsupla派|'/"＝上
”→｡。｜α一β｜
となるので，十分大きい”(1＜れ)と，十分小きい正数〃＞０(0＜叩く1)に対して
｜α"|≦('十叩)"|α一β|-鯉…(1)
である。ノ(z)を''回微分すると，
尚州一(-1r'１(墨－．)-鰯－１令茎"(，)(豊-｡)－
＝(-ﾘ"釧雲-．)-’一'+量鯉…(吋殴)(喜一｡y"…(2)、＝０、〃
である。
十分大きい〃('＜")とlz-al〈;|α－β|なるｚに対して．
（１－('+可)器)-Ｗ'蓬-α'<((,鼎．,－１)〃
をみたすので，これを同値変形して
（１－('+〃)燭)-1(舗一ｌｚ－"')-'<'Ａｌ蔓-．'一"-‘…(3)
を得る。ここで|α一β|ルー α|＞２より、十分小さい叩に対して
鵠-('+")(2+償L‘>･
と僻けることに注意する。
一方，｜z一α|＜|α一β|なるｚに対して．(1)と
（噸j鯉)=(-ﾘ"(-荒')-(－１)蝿(-"-ﾘ(-"-2)…(-"-ｍ）ｍ１
となることに注意すると,十分大きい〃(1＜〃)に対して
’急"…(碗か－．門≦急'"…'(鯉か．'”
≦量('+’)'…'｡-β'一蝿-’け)'蔓－．'”
和＝０
‐('十,ﾙｰ‘'一倉(-荒')(-('+，燭)”
＝('+’ｙｌａ－β'-.(１－('+"燭１－"－１
‐(１－(』+"燭)-'(鵠-ｌｚ－ａＤ－'一側
(3),(4)より，|葛一α|〈;|α－β|なるｚと，十分大きい〃('＜")に対して
’』ﾙｰ｡'一’一‘〉(１－('+〃燭)-!(鵠-'蓬-.0-“
〉'急‘…("ｱ)に-．)蝿'…(鋤
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(2),(5)より．|ｚ－ａｌ〈;|α－β|なるｚと．十分大きい〃(1＜")に対して
’尚州'〉w'倉-．'一-'一'急｡…("ｱ)(層－．)雨’
〉ｌＡｌｚ－ａｌ－鯵-！-(１－('+’燭'－１(鵠-'塁－．０－〃
‐に-α'一咳{'川'量-．'一！-(１－('+"燭)-'1(,鼎．,－１)-畷｝
＝'暑-．'一"('Aﾙｰ｡'-,-(１－('+,)器)－１('十瞳１－蝉｝
･･･(6)
を得る。
(6)の右辺をl/"乗して．〃→ＣＯとすると．
鵬I'州嘉一｡'-"-1-(１－('十,燭)-1(鵠-'皇-α')-畷iv〃
＝'喜一α'-1=ｌｉＩｗ'尚州'1〃
(最後の等式はCMluchy-Hadamardの定理による.)を得る。
即ち，任意の-1-分小きい６＞０に対して．〃‐＝"_(5)が存在して，ｖ〃＞１，－に対して
’尚州'‘"≧ｌｉ剛';i州'‘ﾙｰ４…(7)
一方，limsupの定義より，任意の十分小さい６＞０に対して，〃＋＝"+(6)が存在して，Ｖ〃＞〃＋
に対して
’尚ﾉ("'(運)'1ﾙ≦ｌｉＢｗ'尚ﾉ(")(塁)'１'働十‘…(8)
となる。(7),(8)より．！'b＝恥(6):＝maxI"+,"_}とおくと，Ｖ〃＞殉に対して
ｌｉｌ?ｗ'尚ﾉ(')(量)'１'鯉-‘≦農州'１/"≦!i闇:，'尚'(“'(葛)'‘ん+‘
である。ここでｊは任意であるから.０〈|急一α|〈;|α－β|なるv息に対して，
鵬'尚ﾉ(咳'(z)':='i隅p'尚州'；
となり．Ｍ＝１の場合の定理が証明された。
定理２の証明〃についての帰納法で証明する。Ｍ＝ｍ－１のとき，定理は成立すると仮定して，
Ｍ＝ｍのときを考える。
/(z)が‘ｚ＝αで畑位の極を持つと，ノ(z)＝(ｚ－α)－１Ｆ(z)と瞥け，Ｆ(z)はｚ＝αで(,沌一')位
の極を持つ。
尚州一合妄(；)(-州蕊-．)-鵬-1州冨）
＝丈(-帆喜一｡)-蝋-！鵠;』…('１代＝０
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帰納法の仮定により，
鵬'半'1ﾙと南
即ち．Ｖ〃に対して．
（-,)'半=‘ﾙｰ｡)-"爾雌h……‘h"'M=(,+・(1))′
であるから，ＶＥ＞０に対してﾖlﾉbENsuchthatl6‘,|≦(1＋6)レノo７．Ｖ"＞lﾉDとなり，（9)は
尚州＝(-')吻乞(z-a1-偽-‘’,-鵬(慾-α)-咳雑
ｋ＝０
レ
（ー－１)"(z-α)-"-1Ｚ61,-臆
ｋ＝０
＝（-')"(z-α)-"-'(E6k＋Ｅ６ｋ）
た≦し０』ﾉU＜k≦し
＝（－１)"(Z一α)-‘'－１{O‘,｡((l＋E)''0+lE-l(l＋E)ﾚｰﾚo)ｌ
となり．故に
’尚'("'(ｚ)'1ﾙｰ'鼠-・'一'一+'o…('+‘)瞳)'１〃
となる。従って,lim〃→｡｡|尚/(し)(z)|'/‘'が存在する。又.|O…((1＋値)‘')|＝Ｑ((1＋ｅ)"),即ち，
|O…((1＋E)し)|≠o((1＋E)")である。何故ならば，もしも|O‘,｡,c((1＋E)‘')|＝o((l＋e)")とする
と．lim"→｡｡|尚/(!')(z)'１ルー０となって矛盾するからである。６は任意であったので従って．
Ｊ聖も'i;iﾉ"(z)'ﾙｰ'塁-α'-1='i鵬p';iﾉ("(州
となり，Ｍ＝ｍのときも，定理が成り立つことが分かった。以上，定理ｌと帰納法により定理２
は完全に証明された。□
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